Раздел 2. Четырехугольники

I. Справочные материалы.
 1. Трапеция, ее виды и свойства
Свойства трапеции, которые часто используются при решении задач:

1) Диагонали трапеции разбивают её на четыре треугольника с общей вершиной. Площади треугольников, прилежащие к боковым сторонам, равны.

[image: image66.png]GO




2) В любой трапеции середины оснований, точка пересечения диагоналей и точка пересечения прямых, на которой лежат боковые стороны, лежат на одной прямой (точки М, N, О и К).

[image: image2.png]



3) В равнобокой трапеции углы при основании равны.

[image: image3.emf]


4) В равнобокой трапеции прямая, проходящая через середины оснований, перпендикулярна основаниям и является осью симметрии этой трапеции, 

[image: image4.emf]


5) В равнобокой трапеции диагонали равны.

[image: image5.emf]


6) В равнобокой трапеции высота, опущенная на большее основание из конца меньшего основания, делит его на два отрезка, один из которых равен полуразности оснований,  а другой их полусумме.

[image: image6.emf]


7) Во всякой трапеции серединам боковых сторон и середины диагоналей лежат на одной прямой.

[image: image7.png]



8) Во всякой трапеции отрезок, соединяющий середины диагоналей, параллелен основаниям и равен полуразности оснований.

[image: image8.emf]


9) во всякой трапеции сумма квадратов диагоналей равна сумме квадратов боковых сторон и удвоенного произведения оснований.

10) Трапецию можно вписать в окружность тогда и только тогда, когда она равнобокая.

11) Трапецию можно описать около окружности тогда и только тогда, когда сумма оснований равна сумме боковых сторон.
2.Вписанные и oписанные четырёхугольники.

1)Если четырёхугольник вписан в окружность, то сумма противолежащих углов равна 180°.

Верно и обратное: если сумма противолежащих углов четырёхугольника равна 180°, то около этого четырёхугольника можно описать окружность.

2)Около параллелограмма можно описать окружность тогда и только тогда, когда этот параллелограмм есть прямоугольник.

3)Около трапеции можно описать окружность, если она равнобокая.

четырёхугольник называется описанным около окружности, если окружность касается всех его сторон.

4)Если четырёхугольник описан около окружности, то суммы противолежащих сторон равны.

5)Если в выпуклом четырёхугольнике суммы противоположных сторон равны, то в этот четырёхугольник можно вписать окружность.

3. Площади четырёхугольников. 
Площадь выпуклого четырёхугольника равна половине произведения диагоналей на синус угла между ними.

Ромб

[image: image1.emf]

1. Диагонали ромба взаимно перпендикулярны и делят углы пополам.

2. Площадь определяется формулами: [image: image9.png]SQAEBD

S=a-h




Параллелограмм

[image: image34.wmf] 
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1. Сумма квадратов диагоналей равна сумме квадратов всех его сторон.

2. Площадь определяется формулой

S=ah
S=аb·sinА


.
 II. Дополнительные материалы
1)Свойства вписанного выпуклого четырехугольника.

а)В выпуклом вписанном четырехугольнике сумма противоположных углов равна двум прямым

б)Обратно: если в выпуклом четырехугольнике сумма противоположных углов равна двум прямым, то около него можно описать окружность

Доказательство.
[image: image35.wmf] 
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а) Пусть АВСD есть вписанный выпуклый четырехугольник; требуется доказать„ что

< В+<D=2d и  <A+<С=2d.

Так как сумма всех четырех углов сякого выпуклого четырехугольника равна 4d, то достаточно доказать только одно из требуемых равенств.

докажем, например, что <B+<D=2d.

Углы В и D как вписанные, измеряются: первый—половиной   дуги ADC, второй- половиной дуги АВС;

Следовательно, сумма <В+<D измеряется суммой
½ ﬞ ADC+ ½ ﬞ ABC , а эта сумма равна 1/2 (ﬞ  ADС+ ﬞ ABC), т. е. равна половине окружности; значит, <B+<D=180°=2d.

б) Пусть АВСD есть такой выпуклый четырехугольник, у которого <B+<D=2d и, следовательно,<A+<C=2d. Требуется доказать, что около такого четырехугольника можно описать окружность.
Через какие-нибудь три его вершины, например, через A,В и С, проведем окружность (что всегда можно сделать).

Четвертая вершина D должна находиться на этой окружности, пoтoму что в противном случае вершина угла В лежала бы или внутри круга, или вне его, и тогда этот угол не измерялся бы половиной дуги АВС; поэтому cyммa <В+<D не 

измерялась бы полусуммой дуг ADC и АВС и, значит, сумма <В+<D не равнялась бы 2d, что противоречит условию.

Следствия 

1) из всех параллелограммов только вокруг прямоугольника можно описать окружность.

2) около трапеции можно описать окружность только тогда, когда она равнобокая.
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2) Свойство описанного четырехугольника. В описанном четырехугольнике суммы противоположных сторон равны.
Пусть АВСD будет описанный четырехугольник, Т.е, стороны его касаются окружности; требуется доказать, что АВ+СВ=ВС+АD
Обозначим точки касания буквами M, N, Р и Q. Так как две касательные, проведенные из одной точки окружности, равны, то АМ.=АQ, ВМ=ВN, CN=СР, DP=DQ.

Следовательно, АМ+МВ+СР+РD=AQ+QD+BN+NC. Т.е. АВ+СD=АD+ВС.

III. Вводные задачи.
Задача 1.

Средняя линия трапеции ABCD равна 15. AD – большее основание трапеции, [image: image10.wmf]Ð

A = 90°, [image: image11.wmf]Ð

D = 60°, [image: image12.wmf]Ð

BAC = 30°. Найдите длину стороны CD.
Решение.

[image: image37.wmf] 
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 В ∆ABC (он прямоугольный) BC =          – по свойству катета, лежащего против угла в 30°.

[image: image13.wmf]Ð

BAC = 30°, значит, [image: image14.wmf]Ð

CAD = 90° – 30° =
= 60°, следовательно, ∆ACD равносторонний,
т. е. AC = CD = AD = 2BC.

[image: image39.wmf] 
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Средняя линия MN =                                                3BC = 30, 
                                             BC = 10, значит, CD = 2 · 10 = 20.

Ответ:20.
[image: image40.png]B
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Задача 2.
Сторона AB параллелограмма ABCD равна              а его диагонали равны 20 и 24. Найдите сторону BC. 

Решение.
[image: image41.png]


Для любого выпуклого четырехугольника справедливо [image: image15.wmf],
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где a, b, c и d – стороны четырехугольника, а d1, d2 – его диагонали.
[image: image42.emf]

В параллелограмме [image: image17.wmf]).

(

2

2

2

2

1

2

1

b

a

d

d

+

=

+


202 + 242 = 2((          )2 + b2), b > 0; b2 + 88 = 488,b2 = 400, b = 20.

Ответ: 20.
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Задача 3.
Основания трапеции равны 4 и 10, а ее боковые стороны –           и 15. Найдите косинус наименьшего угла этой трапеции.

Решение.
[image: image44.wmf]AC
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1) Проведем BM ∥ CD, значит, [image: image18.wmf]Ð

BMA =[image: image19.wmf]Ð

D,  ВСDМ – параллелограмм, так как ВМ || MD, ВМ || СD. Следовательно, ВС = MD = 4, 
BM = CD = 15, AM = AD – MD = 10 – 4 = 6.

2) В ∆AMB против большей стороны (выбирая из AB и BM) лежит больший угол: AB < BM, значит, [image: image20.wmf]Ð

BMA <[image: image21.wmf]Ð

A.
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Ответ: 0,8.

Задача 4.
Определите периметр равнобокой трапеции, у которой длина меньшего основания равна 7, диагонали перпендикулярны боковым сторонам и равны [image: image23.wmf]2

6

.

Решение.
[image: image46.wmf],
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1) Проведем в трапеции ABCD высоту CF,
тогда 
∆ACD ∼ ∆AFC, 
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2) Пусть FD = x, тогда AF = 7 + x
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(       )2 = (x + 7) (7 + 2x),

36 · 2 = 49 + 21x + 2x2,

2x2 + 21x – 23 = 0,

D = 212 + 4 · 2 · 23 = 625,  

[image: image49.wmf].
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3) Итак, AD = 7 +2 = 9;

[image: image50.wmf].
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P = 9 + 7 + 2 · 3 = 22.

Ответ: 22.
Задача 5.

В ромбе высота, проведенная из вершины тупого угла, делит сторону ромба пополам. Найдите периметр и высоту ромба, если меньшая диагональ его равна 7
Решение.
[image: image51.wmf]2
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1) В треугольнике ABD  BK – высота и медиана, значит, ∆ABD -равнобедренный с основанием AD, т. е. AB = BD = 7 см. Тогда ∆ABD -равносторонний, значит, [image: image25.wmf]Ð

A = [image: image26.wmf]Ð

ABD = [image: image27.wmf]Ð

BDA = 60°.

2) P = 4AB = 4 · 7 = 28 (см). 

3) [image: image28.wmf]Ð

BKD – прямоугольный, BK = AD sin [image: image29.wmf]Ð

BDK.

[image: image52.wmf]3
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BK = 7 · sin 60° =             (см).      Ответ: 28 см; 3,5       см.
Задача 6.
Основание AB трапеции ABCD вдвое длиннее основания CD и вдвое длиннее боковой стороны AD. Длина диагонали AC равна 12, длина боковой стороны BC равна 5. Найдите площадь трапеции.
Решение.
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1) По условию AB = 2AD = 2DC.
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Пусть M – середина AB, тогда AM = MB = CM,
т. е. CM – медиана треугольника ABC и CM =     AB, значит, ∆ABC прямоугольный с гипотенузой AB.
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По теореме Пифагора AB2 = AC2 + BC2; AB =                    =                                                                                                    =                = 13.

                                                            CM = MB =        = 6,5.

2) CK – высота трапеции и высота ∆MCB.
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 где                     ;

S(∆MBC) = [image: image32.wmf]5
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1) S(ABCD) =   
       Ответ: 4,5.

IV. Дополнительные задачи

№ 1. 
Вершина C параллелограмма ABCD соединена с точкой N на стороне AB. Отрезок CN пересекает диагональ BD в точке P. Площадь треугольника BNP равна 8, а площадь треугольника BCP равна 12. Найдите площадь параллелограмма ABCD.

Решение:

[image: image63.png]


1) Треугольники BNP и BPC имеют общую высоту BH=>

    SBNP/SBPC=PN/PC=>PN/NC=2/3;

2) Треугольники BPN и DPC подобны по

    двум углам => SBPN/SDPC=(PN/PC)2

    SDPC=9/4; SBPN = (9/4)·8=18;

3) SBCD=SBPC+SDPC=12+18=30;

4) SABCD=2·SBCD=60;            Ответ: 60

№ 2.
На стороне AB параллелограмма ABCD, как на диаметре, построена окружность, проходящая через точку пересечения диагоналей и середину стороны AD. Найдите углы параллелограмма.

[image: image64.png]


Решение: 

1)
По условию, AB – диагональ=> <AOB = 90o =>ABCD – ромб

1) P – середина АВ: по условию Q – середина AD=>PQ – средняя линия ∆ABD=BD=2PQ;PQ=R=>BD=2R;

2) PO=R – средняя линия ∆АBD=>AD=2·PO=R
3) ∆ABD – правильный => <A=60o=> <ADC=120o.

Ответ: 60o и 120o.

№ 3.
Угол между сторонами АВ и СD четырехугольника ABCD=φ. Докажите, что AD2=AB2+BC2+CD2-2(AB·BCcosB + BC·CDcosC+CD·ABcosφ)

Решение.
[image: image65.png]


По теореме косинусов AD2=AC2+CD2-2AC·CD·cosACD и AC2=AB2+BC2-2AB·BCcosB. A так как длина проекции отрезка АС на прямую l , перпендикулярную CD, равна сумме длин проекций отрезков АВ и ВС на прямую l, то ACcosACD=ABcosφ+BCcosC
V.Задачи для самостоятельного решения 
№1.  Докажите, что если ABCD прямоугольник, а Р- произвольная точка, то 
АР2 +СР2  =DP2  +BP2

№2. Перпендикуляр, опущенный из вершины  параллелограмма на диагональ, делит ее   на отрезки длиной 6 и 15. Найдите большую сторону параллелограмма, если известно, что разность сторон равна 7.

Ответ: 7

№3. Одно из оснований трапеции равно 24, а расстояние между серединами диагоналей 4. найдите другое основание.

Ответ: 16

№4. Длины оснований равнобедренной трапеции относятся как 5:12, а длина ее высоты равна 17. Найдите радиус окружности, описанной около трапеции, если средняя линия равна высоте.

Ответ: 13

№5. В трапеции ABCD диагональ АС перпендикулярна боковой стороне СD. Окружность,  описанная  возле треугольника АВС, касается прямой CD, пересекает основание AD в точке М. Найдите площадь трапеции АBCD, если АМ=8, СМ=4.

Ответ: 36

№6. Окружность, центр которой лежит внутри квадрата PQRS, касается стороны PQ в точке К, пересекает сторону PS в точках А и В,, а диагональ PR в точках С и D. Найдите радиус окружности, если АВ=16, СD=2√92
Ответ: 10

№7. В параллелограмме ABCD угол АВС=3п/4. окружность, описанная возле треугольника  АВD, касается прямой CD. Найдите площадь параллелограмма, если диагональ BD=2
Ответ: 4

№8. Вершина С параллелограмма ABCD соединена с точкой N на стороне АВ.  Отрезок CN пересекает диагональ BD в точке Р. Площадь треугольника BNP равна 8, а SВСР=12. Найдите площадь параллелограмма АВСD.
Ответ: 60

№9. Найдите площадь трапеции, основания которой 6 и 26, а боковые стороны – 12 и 16.

Ответ: 153,6
№10. На стороне АВ параллелограмма АВСD как на диаметре построена окружность, проходящая через точку пересечения диагоналей и середину стороны АD. Найдите углы параллелограмма.

Ответ: 60,120,60,120.

VI. Контрольные задачи. 

     Вариант № 1.

1) В равнобедренную трапецию, площадь которой равна 80, вписана окружность радиуса 4. Найдите периметр трапеции.

2) Найдите диаметр окружности, вписанной в равнобедренную трапецию, если сумма оснований трапеции 26, а разность оснований равна 10. 
3)В параллелограмме АВСД биссектриса угла С пересекает сторону АД в точке М и   прямую АВ в точке К. Найдите периметр параллелограмма, если АК = 12, СМ = 24, МК = 18.

Вариант № 2.

1) В круг с площадью 169π вписана равнобедренная трапеция, меньшее основание которой равно 10. найдите площадь трапеции, если центр описанного круга лежит на её большем основании.

2) Найдите диаметр окружности, вписанной в равнобедренную трапецию, если сумма оснований трапеции 15, а разность оснований равна 9.
3)В параллелограмме АВСД биссектриса угла Д пересекает сторону АВ в точке К и прямую ВС  в точке Р. Найдите периметр  ∆ СДР, если ДК = 18, РК = 24, АД=15.
Вариант № 3.

1) В равнобедренную трапецию, площадь которой 20, а синус одного из углов равен 0,8, вписана окружность. Найдите радиус этой окружности.

2) Основание СМ и ОР трапеции СМОР равны 3 и 6 соответственно, диагонали трапеции пересекаются в точке Н, а площадь треугольника СРН равна 4. Найдите площадь трапеции. 

3)В параллелограмме АВСД биссектриса угла С пересекает сторону АД в точке М и прямую АВ в точке К. Найдите периметр ∆ АМК, если СД = 12, СМ = 14, СВ = 30.

Вариант № 4.

1) Найдите площадь равнобедренной трапеции, если её высота равна 4, а тангенс угла между диагональю и основанием равен 
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2) В равнобедренную трапецию, площадь которой равна 80, вписана окружность радиуса 4. Найдите периметр трапеции.

3)  В параллелограмме АВСД биссектриса угла В пересекает сторону СД в точке Т и           прямую АД в точке М. Найдите периметр ∆ АВМ, если ВТ = 18, ТМ = 12, ВС = 15.
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